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Vorwort

Die ,Mathematischen Kostproben” sind ein Beitrag fiir die Interessen- und
Begabtenforderung im Fach Mathematik, insbesondere fir die Klassenstufen 9 und
10. Fur eine intensive Vor- und Nachbereitung der Mathematik-Olympiaden werden
anhand von aktuellen Wettbewerbsaufgaben! thematische Schwerpunkte
ausgewahlt Die Sammlung von ahnlichen Aufgabenstellungen mit zugehorigen
Losungs-diskussionen wird durch weitere Aufgaben zur Thematik erganzt.
Losungseinsendungen zu diesen Aufgaben werden individuell bewertet und
beantwortet. Die Seitenumbriiche im Heft sind so gewahlt, dass sich die
Themenseiten auch separat ausdrucken lassen (im Allgemeinen vier Seiten, als
Broschiiren-Druck geeignet).

Im Heft werden auch Beitrage verdffentlicht, die einen direkten Bezug zum
sichsischen Korrespondenzzirkel Mathematik der Klassenstufen 9/10% haben. Diese
sollen und konnen keine Losungsdiskussion ersetzen, vertiefen aber die
Aufgabenthematik und kénnten weiterfilhrende Anregungen geben.

In den Kostproben wird regelmaBig (iber mathematische Wettbewerbe informiert.
Passend zur Jahreszeit informieren wir in diesem Heft Giber einen mathematischen
Adventskalender.

Ein Auszug aus einem alten Mathematik-Buch soll unterhaltsam Einblicke in der
Mathematikgeschichte geben.

In diesem Heft greifen wir mit Thema 10 die Diskussion von Briichen wie in Aufgabe
MO0611013 auf. Zudem wenden wir uns — angeregt durch die Aufgabe M0611014 —
der Streckenberechnung in geometrischen Figuren zu. Da solche Fragestellungen in
den hoheren Runden der Mathematik-Olympiaden oft nur ein erster Schritt in
Aufgaben mit Flachenberechnungen sind, empfehlen wir die intensive Nachbereitung
dieser Thematik.

I www.mathematik-olympiaden.de
2 https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&no cache=1
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Thema 10 — Beschrankte und kiirzbare Briiche

Aufgabe 10.1 - M06110133
a) Bestimmen Sie alle reellen Zahlen z mit der Eigenschaft, dass fur alle positiven
ganzen Zahlen n die Ungleichungn - z < 2021 gilt.
b) Bestimmen Sie alle reellen Zahlen z mit der Eigenschaft, dass fir alle positiven

ganzen Zahlen n die Ungleichung % < z gilt.

Lésungshinweise — Teilaufgabe a): In Vorbereitung der Aufgabe b) hilft dieser Teil, die
erforderlichen Arbeitsschritte zu erkennen:

- Aufstellen einer Vermutung fur die gesuchten Zahlen z,
- Nachweis, dass fiuir Zahlen dieser Vermutung die Ungleichung gilt,
- Nachweis, dass fiir alle anderen Zahlen die Ungleichung nicht gilt.

In Teilaufgabe a) kdnnen wir z < 0 vermuten.
- Fir alle positiven ganzen Zahlen n gilt Zili > 0 und folglich auch zoni >0 =z

womit die Ungleichung fur alle z < 0 gilt.

- Wahlen wir eine Zahl z, > 0, so finden wir fir eine positive ganze Zahl ny mit
2021

Zo
die Aussage fir alle Zahlen z > 0 nicht erfillt ist.

ng > Zgi die Ungleichung ny - z5 > Zo = 2021. Damit ist gezeigt, dass
0

Die gesuchte Losungsmenge umfasst folglich alle nichtpositiven Zahlen z.

Teilaufgabe b) Um den Wertebereich des Bruchs auf der linken Seite der Ungleichung
abzuschatzen, ist eine Wertetabelle hilfreich:

n 1 2 3 4
antl 3—0600 5—0625 ! 0.636 2 0.643
3n+2 | 5 8 11 14

2n+1
3n+2

Mit den wenigen Werte konnen wir die Vermutung aufstellen, dass der Ausdruck
nicht kleiner als 0.6 ist und mit zunehmenden n gréRer wird. Tatsachlich gilt:

6n’?+13+5=02n+1)-Bn+5)<@n+3)-Bn+2)=6n>+13n+6

also
2n+1 2n+3

3n+2<3n+5

3 Die mit MO gekennzeichneten Aufgabenstellungen werden entsprechend der Aufgabennummern
zitiert. Die Losungshinweise werden in Anlehnung an die Hinweise der Aufgabenkommission
formuliert (siehe www.mathematik-olympiaden.de).
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AuBerdem finden wir die Abschatzung % < g, weil fir alle positiven ganzen Zahlen
n gilt:

n+3=3-2n+1)<2-3n+2)=6n+4

Also sind die méglichen Zahlen z nach unten durch 2 beschrénkt, d.h. fur alle reellen
Zahlen z mit z > |st die gegebene Ungleichung fur alle positiven ganzen Zahlen n

erfullt.

Wir zeigen nun noch, dass z nicht kleiner gewahlt werden kann. Setzen wir
beispielsweise z = 3 t mit einer positiven reellen Zahl t, so finden wir folgende
Abschatzung:

n+3=3-2n+1)<2-3t)-Bn+2)=6n+4—9nt — 6t
Also gilt
0<1-3t(3n—2)

Wir erkennen nun, dass fur alle n mit 3n—2 > %, also n >§- (§+ 2), diese
Ungleichung aber nicht erfillt ist. Somit kann z nicht kleiner gewahlt werden und es
giltz > 2. Q

Aufgabe 10.2 (in Anlehnung an Aufgabe M0411033). Finden Sie alle reellen Zahlen
z, fur die die folgende Ungleichung fiir alle positiven ganzen Zahlen n erfillt ist:
16 -n>+24-n+8
16-n%2 -1

>z

Lésungshinweise: Um eine Vermutung aufzustellen, berechnen wir einige Werte.
Dabei beachten wir, dass im Klausurwettbewerb die Nutzung eines Taschenrechners
nicht zugelassen sein kénnte und beschranken uns deshalb (zumindest in der
Losungsdarstellung bei Hausaufgaben-Wettbewerben) beim Dividieren auf
Abschatzungen:

n=1 — >3 n=2 — =2
%34 224 _ 216 36630 340 _ 4

n=3 —>—>—>— n=4 —_—— > -
143 ~ 144 ~ 144 255 7 2557 3

Wir vermuten, dass fur alle reellen Zahlen z < 1 die geforderte Ungleichung fiir alle
positiven ganzen Zahlen n erfiillt ist. Tatsachlich gilt,

16-n*+24-n+8 14 24:n+9
16-n2 -1 16 - n2—1

>1>z
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weil Zahler und Nenner des verbleibenden Bruches fir alle n > 0 positiv sind.

Wahlen wir dagegen eine Zahl z, = 1 + t mit einer positiven reellen Zahl t (also
24'n+9
16-n2-1
kleiner als z ist. Dass es fir jedes t auch solche Zahlen n gibt, zeigen wir mit der
24n+9 _ 24n
16n?2—-1  8n?2
Zahlen n erfillt, d.h. die Grenze kann nicht erhoht werden. Q

z > 1), so finden wir fiir ganze Zahlen n mit < t, dass der gegebene Bruch

Abschatzung = % < t. Somit ist fir n > % die Ungleichung fir solche

Hinweis: Mit Fertigkeiten bei der Grenzwertberechnung kénnen wir zwar erkennen,
dass der Wert des Bruches fiir grole Werte n beliebig nahe bei 1 liegen wird, womit
z < 1 vermutet werden kann. Es ist aber dennoch der Beweis zu flihren, dass fir kein
Wert von n ein Wert kleiner als 1 erreicht werden kann. In diesem Fall ist es bereits
im ersten Teil des Beweises ersichtlich.

Aufgabe 10.3 - M0490946.
a) Man bestimme die kleinste positive ganze Zahl y, flr die es eine ganze Zahl x

gibt, so dass die Ungleichungskette X« L oerfilltist.
2010 ~y 49
b) Es seien zwei vollstandig gekiirzte Briiche S < g mit gr —ps =1 und

p,q,7,s > 0gegeben. Bestimmen Sie auch hier die kleinste positive ganze
Zahl y, fir die es eine ganze Zahl x gibt, so dass die Ungleichungskette
P << lerfulltist.

q ¥y s

Lésungshinweise - Teilaufgabe a) Der linke Teil der Ungleichung ist aquivalent zu
2010 - x — 41 -y > 0 und der rechte Teil ist dquivalent zu y — 49x > 0.

Setzen wir also t =2010-x —41-y und u =y —49-x, so sind t und u positive
ganze Zahlen. Stellen wir diese Gleichungen nach x und y um, erhalten wir

x=t+41-u=>1+41=42
y=49-t+ 2010 -u =49+ 2010 = 2059

Gleichheit gilt flir t = u = 1, weswegen fiir mogliche Nenner y > 2059 gilt.

Weil mit x = 42 und y = 2059 aber tatsachlich 2« 2 o Lerfillt ist, lautet die
2010 2059 49

Antwort der Teilaufgabe a) y = 2059. Q

Wir erkennen in dieser Losung, dass sowohl der Zahler als auch der Nenner leicht als
Summe der beiden gegebenen Zahler bzw. Nenner ermittelt werden kénnen:
42 =41+ 1 und 2059 = 2010 + 49. Wir finden die Idee des dazwischen liegenden
Bruchs bereits in einer friheren MO-Aufgabe:

Aufgabe 10.4 — MO0411043. Fir drei reelle Zahlen a,b,c sei 0<a<b<c
va+vb _ Vb+Jc
Ya+¥b ~ Vp+3c

vorausgesetzt. Beweisen Sie, dass dann gilt:
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Lésungshinweise: Wir erkennen zundchst fur x, y, z, w > 0 die Ungleichungskette

X Z X x+z Z
y w y y+w w
Denn es gilt
x<Z < + < + x<x+Z
— < —>xw Z =X xw < x zZ = —
y S w y y yTy y S y+w
zZ X VA X+z
—>—2DYVZ>XW>ZW+YyZ > ZW +xw > — >
w y w y+w
Wegen 3—\/;= Vs fur alle positiven reellen Zahl s folgt aus a < b < c¢ auch

Va _ Vb _ V¢ o va _ VJa+vb _ Vb _ Vb+Jc _ V¢
%<%<3—\EunddamltW|ebehauptet%<m<%<%—+%<3—ﬁ

Zudem wird in der Aufgabe fiir KI. 10 die Frage nach kleinstem Nenner beantwortetE:I
Aufgabe — M0491046. Zwei verschiedene, vollstandig gekiirzte Briiche s und g mit
p,q,7,s > 0und s < g seien so gewahlt, dass sie folgende Eigenschaft besitzen: Fir
jeden Bruch g mit x,y > 0 und s < % < g (1) gilt y > max(q, s), d.h. der Nenner y

ist sowohl grolRer als der Nenner g als auch groRer als der Nenner s.

. . X +r . . . T oy
a) Beweisen Sie, dass v Z: ein Bruch mit kleinstmoglichem positiven Nenner

ist, der (1) erfullt.
b) Beweisen Sie, dass fur Briiche mit dieser Eigenschaft stets gr — ps = 1 gilt.
Einen anderen Aufgabentyp mit Briichen finden wir in
Aufgabe 10.5 — M0410933. Fir jede natlrliche Zahl n ist der Bruch

n*—-3-n*+2-n-3
n®+3:n*+2-n+3

kiirzbar. Beweisen Sie diese Aussage!

Losungshinweise: Da der Faktor 3 sowohl im Zahler als auch im Nenner auffallt,
vermuten wir, dass auch n® + 2 - n fir alle n durch 3 teilbar ist. Dies ist tatsachlich
erfillt, denn wir finden

n+2n=n*-n+3n=n-1)n-n+1)+3'n

Weil das Produkt von drei aufeinander folgenden natirlichen Zahlen stets durch 3
teilbar ist, kann also der gegebene Bruch fiir alle natlirlichen Zahlen n mit 3 gekirzt
werden. Q
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Thema 11 - Streckenberechnung

Vorbemerkung: In geometrischen Aufgabenstellungen wird haufig keine Skizze
gezeigt. Es sollte bei der Losungsdarstellung deshalb stets mit einer (sorgfaltigen)
Skizze begonnen werden, in der alle gegebenen Punkte eingezeichnet sind. Werden
Hilfspunkte bendtigt, sind deren Konstruktion im Text zu beschreiben.

In  computer-gestitzten Losungsdarstellungen genligen einfache  Grafik-
realisierungen, solange die wichtigen Aussagen erkennbar sind. Wenn nicht
ausdricklich laut Aufgabenstellung verlangt, sollte der allgemeiner Fall skizziert
werden. Die Verwendung von Spezialfdllen (z.B. ein gleichseitiges Dreieck statt eines
allgemeinen spitzwinkligen Dreiecks) konnte zu Vermutungen fiihren, die sich
allgemein nicht bestatigen lassen. Gelingt jedoch kein erfolgversprechender
Losungsansatz, so kann die erfolgreiche Behandlung von Spezialfdllen mit Punkten
honoriert werden.

Zur Streckenberechnung in geometrischen Figuren erweisen sich Verhaltnis-
gleichungen infolge von Ahnlichkeit oder mittels Anwendung eines Strahlensatzes oft
als ntitzlich, wie auch in:

Aufgabe 11.1 — M0611014. Das Viereck ABCD sei ein Parallelogramm, bei dem der
Abstand der parallelen Geraden AB und CD gleich 6 ist. E und F seien die Mittelpunkte
der Seiten BC und CD. Die Gerade DE schneide die Strecke BF im Punkt P und die
Gerade AB im Punkt Q.

a) Zeigen Sie, dass |[AQ| = 2 - |AB| gilt.
b) Zeigen Sie, dass P auf der Geraden AC liegt, und bestimmen Sie die Lange des
Abstands von P zur Geraden AB.

D E C

Lésungshinweise -
Teilaufgabe a) Die Drei-
ecke CDE und BQE sind
nach dem Kongruenz-
satz (wsw) kongruent,
da |BE| = |EC| gilt und
die an BE und EC
anliegenden Innenwin-
kel nach dem Wechsel-
winkelsatz an geschnittenen Parallelen bzw. als Scheitelwinkel jeweils
Ubereinstimmen. Also gilt |AQ| = |AB|+ |BQ| =|AB|+ |CD|, woraus die
Behauptung folgt, da ABCD ein Parallelogramm ist.

P

I
I
I
I
I
I
I
I
I

Y

X | ee e e == ==

A B Q

Teilaufgabe b) Zunachst betrachten wir den Schnittpunkt P der Geraden DQ und BF.
Aus der ersten Teilaufgabe folgt durch Anwendung des Strahlensatzes, dass P die
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Strecken BF und DQ jeweils im Verhéltnis 1 : 2 teilt, da |[DF| = % |BQ| erfiillt ist

und folglich |FP|:|PB| = |DF|:|BQ| = |DP|:|PQ| = 1: 2 gilt. Damit erhalten wir
2

|PQ| =3~ |DQ].

Nun betrachten wir den Schnittpunkt der Geraden AC und DQ. Um nicht die
Behauptung bereits vorauszusetzen, nennen wir diesen Schnittpunkt P* und wollen
zeigen, dass P mit P zusammenfallt. Aus der erneuten Anwendung des Strahlensatzes
mit dem Zentrum P’ folgt, dass P’ die Strecken AC und DQ jeweils im Verhéltnis 1 : 2
teilt, da die Gleichungen |P'C| : |P°’A| = |DC| : |AQ| = |DP’| : |P'Q| = 1: 2 gelten
und damit |P’Q| =§- |DQ| ist. Somit sind P und P" identisch, denn beide Punkte
liegen auf DQ und haben den gleichen Abstand zu Q. P liegt daher auch auf AC.

Fallen wir nun die Lote von D und P auf AQ und bezeichnen deren FuBpunkte mit X
bzw. Y, so sind die Dreiecke XQD und YQP ahnlich (www). Somit erhalten wir die
Verhidltnisgleichung |YP| : |[XD| = |QP]| : |QD|.

Wegen |XD| = 6 und |QP| =
der Geraden AQ: |YP| = % -6

- |DQ| finden wir fir den Abstand des Punktes P von
4, ad

| wir

Aufgabe 11.2 — M0581032. Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der
Seitenlinge 12. Der Mittelpunkt der Seite AB wird mit M bezeichnet. Der Punkt P liegt
auf der Strecke BC und der Punkt Q auf der Strecke AC.
a) Seizunachst |[BP| = 4 und |AQ| = 9. Beweisen Sie, dass |[£ZPMQ| = 60° gilt.
b) Bestimmen Sie x = |CQ| fiir alle Lagen von P (auf der Strecke BC) und Q (auf
der Strecke AC), fiir die |2ZPMQ| = 60° und |£PQC| = 90° gilt.
G

Lésungshinweise — Teilaufgabe a) Die
Dreiecke BPM und AMQ sind ahnlich,
weil sie in der GroRe der Winkel

|£PBM| = |£MAQ| = 60°

und im Verhaltnis der anliegenden Seiten
Ubereinstimmen:

IBP|: |BM| = |AM|: |AQ| = 2: 3.

A B

Daher stimmen die Groflen der beiden anderen einander entsprechenden Innen-
winkel dieser Dreiecke Uberein: [£BMP| = |£AQM| und |£MPB| = |£QMA|. Da die
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Innenwinkelsumme in Dreiecken 180°betragt und der Winkel ZAMB ebenfalls 180°
grold ist, hat der gesuchte Winkel 2PMQ die Gréle 60°.

Teilaufgabe b) Wenn £PQC ein rechter Winkel ist, dann ist PQ parallel zur von B
ausgehenden Hohe des Dreiecks ABC und je weiter P von B entfernt ist, desto kleiner
ist der Winkel 2PMQ. Liegt P’ zwischen P und C und ist Q' der FuBpunkt des Lotes von
P'" auf die Gerade AC, so liegen P’ und Q' im Inneren des Winkels 2PMQ, es gilt also
|£PMQ| > |£P'MQ'|.

Damit gibt es hochstens eine Lage von P und Q wie in der Aufgabenstellung gefordert.
Wir zeigen nun, dass fir x = |CQ| = 9 — 3 -v/3und |CP| = 2 - x die Bedingungen der
Aufgabe erfillt sind:

Wegen 1 < /3 < 2folgt3 < |CQ| < 6 und auch 6 < |CP| < 12, sodass P und Q wie
gefordert auf den entsprechenden Dreiecksseiten liegen. Die Dreiecke BPM und AMQ
sind dhnlich, weil sie in den GréRen der Winkel |£PBM| = |£MAQ| = 60° und im
Verhaltnis der anliegenden Seiten Gbereinstimmen:

|BP|:|BM| = (6-V3—6):6 = V3 -1

2 V3-1
V3+1 V3-1
Weiter schlieBen wir wie bei Teilaufgabe a) auf |[ZPMQ| = 60°. Offensichtlich ist auch
|£PQC| = 90°, da wegen |PC| = 2 - |QC| das Dreieck PCQ ein halbes gleichseitiges
Dreieck ist. Es gibt also nur eine mogliche Lage fir P und Q mit |ZPMQ| = 60° und
|2PQC| = 90°, und fiir diese gilt x =9 — 3 -+/3. a

=vV3-1

|AM:14Q1 = 6+ (3+33) =

Oft lassen sich Streckenlangen Uber Gleichungen bestimmen. Weisen wir zunachst
nach, dass die Dreiecke AMQ und BPM &hnlich sind (www), so folgt aus dem
Verhaltnis einander entsprechender Seiten dieser Dreiecke nacheinander (mit

x = |CQI):
|AQ|: |AM| = |BM|: |BP|
(12—-x):6=6:(12—2-x)
also
(12—x)-(12—-2-x)—36=2(x*—18-x+54)= 0

Dafiir finden wir Gber die Losungsformel fir quadratische Gleichungen die Nullstellen
X1, =9%3 v/3.Firx; =94 3-v3 > 9+ 3 = 12 lage der Punkt Q auRerhalb der
Seite AC. Damit entfallt diese Moglichkeit und es bleibt als einziger Lésungskandidat
|CQ| = x, =9 —3-+/3 . Nun missen wir aber noch zeigen, dass dies tatsichlich
Ldsung ist.
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Aufgabe 11.3 — M0480924. Es sei ABCD ein Quadrat mit der Seitenlange a, Q der
Mittelpunkt der Seite CD und P ein Punkt auf der Seite BC derart, dass
|LPAQ| = |£QAD| gilt.

D Q C

a) Bestimmen Sie den Abstand des Punkts Q
von der Geraden AP in Abhangigkeit von
der Lange a der Quadratseite. P

b) Beweisen Sie, dass |[£ZAQP| = 90° gilt.

Lésungshinweise: Teil a) Sei Y der FuBpunkt des
Lotes von Q auf AP. Wegen

— |£QAD| = [£PAQ| = |£YAQ|,
— der beiden rechten Winkel und

— der gemeinsamen Seite AQ A B

folgt die Ahnlichkeit der Dreiecke AQD und AYQ nach Kongruenzsatz SWW. Also gilt
fur den gesuchten Abstand |QY| = |QD| = % Q

Aufgabe 11.4 - MO0090923. Es ist zu beweisen: Verbindet man in einem
Parallelogramm ABCD den Eckpunkt C mit den Mittelpunkten der Seiten AB und AD,
so teilen die Schnittpunkte dieser Verbindungsstrecken mit der Diagonalen BD diese
in drei gleich lange Teilstrecken. D C

Lésungshinweise: Es sei E der Mittelpunkt

der Seite AD, F der Mittelpunkt der G
Strecke AB, G der Schnittpunkt der
Strecken EC und BD und H der Schnitt-
punkt der Strecken FC und BD. Die
Dreiecke FBH und CHD sind ahnlich, denn
sie stimmen in den Winkeln Uberein A - 8
(Scheitelwinkel und Wechselwinkeln an

geschnittenen Parallelen). Wegen |FB|:|DC| = 1 : 2 giltauch |HB|: |HD| =1 : 2.

Wegen |HB| + |HD| = |BD| folgt somit |HB| =§- |BD|.

In gleicher Weise folgern wir aus der Ahnlichkeit der Dreiecke EGD und CGB (www)
die Gleichung |GD| = § |BD|.

Dann gilt aber auch |HG| = |BD| — |GD| — |BH| =§- |BD.

Somit sind die drei Teilstrecken auf BD alle gleich lang. Q
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Themen 10 und 11 - Aufgaben

Aufgabe 10.6 — M0490946.
a) (s. Thema 10)

b) Es seien zwei vollstandig gekiirzte Briiche §<£ mit gr —ps =1 und

p,q,7,s > 0gegeben. Bestimmen Sie auch hier die kleinste positive ganze
Zahl y, fir die es eine ganze Zahl x gibt, so dass die Ungleichungskette

P« X < Terfiilltist.
q y s

2005

Aufgabe 10.7 - MO411033. Wie viele ganze Zahlen n mit —— <n < 22005 giht es,
welche in der Form 2¢ - 45P mit ganzen Zahlen q, b darstellen lassen?

Aufgabe 10.8 — M0411033. Ermitteln Sie alle positiven ganzen Zahlen n, fiir die der
Bruch
16-n? + 24 + 8

16-n%2 -1

gekirzt werden kann!

Aufgabe 11.5 - MO510924. Es sei ABC ein Dreieck mit |AC| < |BC|. Die
Winkelhalbierende des Innenwinkels bei C schneide die Seite AB in einem Punkt P,
die AulRenwinkelhalbierende desselben Winkels schneide die Gerade AB in einem
Punkt Q. Die Punkte X und Y seien die FuBpunkte der Lote von P auf die Geraden AC
bzw. BC.

a) Beweisen Sie, dass das Dreieck PCQ rechtwinklig ist, und dass |PX| = |PY| gilt.
b) Beweisen Sie, dass das Verhiltnis der Langen der Strecken AP und BP mit dem
Verhaltnis der Flacheninhalte der Dreiecke APC und BPC Ubereinstimmt.

Aufgabe 11.6 — M0570935.* Gegeben ist ein Dreieck ABC mit dem Flacheninhalt
Assc=1. Es sei M der Mittelpunkt von BC und P der Mittelpunkt von AM. Weiter
schneide die Gerade BP die Seite AC in einem Punkt Q.

Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Vierecks MCQP.

Aufgabe 11.7 - M0580932. Im gleichschenkligen Dreieck ABC mit Spitze Cist M der
Mittelpunkt der Basis AB und P ein von A und B verschiedener Punkt der Strecke AB.
Die Senkrechte in P auf AB schneidet die Gerade BCin Q und die Gerade ACin R.

Zeigen Sie, dass dann stets |PQ| + |PR| = 2 - |[MC| erfullt ist.

4 Aufgabe 2-4 des Sichsischen Korrespondenzzirkels Mathematik der Klassenstufen 9/10, siehe
https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&n0o cache=1
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Quersummen in Wettbewerbsaufgaben®

Fir die Aufgabe 2-1 des aktuellen sachsischen Korrespondenzzirkels Mathematik der
Klassenstufen 9/10 finden wir in den Aufgaben der Mathematik-Olympiade eine
verallgemeinernde Formulierung:

Aufgabe M0411023. Fir jede natirliche Zahl n sei g(n) die Quersumme von n und
d(n) = |q(n+1) — g(n)|. Bestimmen Sie die Menge aller Werte, die d(n) annimmt, wenn
n alle natlirlichen Zahlen durchlauft.

Eine Losungsdiskussion werden wir dazu im Dezember-Heft vorstellen.

Aufgabe. Man beweise fiir alle natlrlichen Zahlen m und n die Ungleichung

Qm+n) < Q(m) + Q(n)
(dabei bezeichnet Q(x) die Quersumme der natiirlichen Zahl x).

Losungshinweise: Anschaulich scheint die Behauptung einfach. Wir beobachten die
Eigenschaft Q(m + 1) = Q(m) + 1, falls fir den Nachfolger von m kein Ubertrag in
der Einerstelle entsteht. Bei einem Ubertrag verringert sich die Quersumme. Folglich
wird es gelingen, die Behauptung durch n-malige Addition von 1 schrittweise zu
beweisen.

Dagegen wird in den Losungshinweisen zur MO-Aufgabe ein algorithmischer Weg
vorgeschlagen: Es seien ay, ..., a; die Ziffern der Zahl m und b, ..., b, die Ziffern der
Zahl n und cy, ..., Ck, Cr 41 die Ziffern der Summe m + n (wobei fihrende Nullen
zugelassen sind). Entsprechend des Algorithmus der Addition gilt fiir jede
Dezimalstelle

Co=0o0+ bo -10-ug
c1=a1+ b1+ uo-10-u1

Ck+1 = Uk

Dabei sind u; die bei der zifferweisen Addition entstehenden Ubertrige, die nur die
Werte 0 oder 1 annehmen kénnen. Addieren wir alle Zeilen, wird die Behauptung
bestatigt:

Qm+n)=cy+...+Cry1 =
g+ -+ag+by+-+b,—9(ug+---+u) <Q(m)+qn)
Q

> Ergdanzung zum Sachsischen Korrespondenzzirkel Mathematik der Klassenstufen 9/10, Aufgabe 2-
1, siehe https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&n0o cache=1
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Lassen sich bei Aufgaben mit Quersummen die Loésungen Uber die Zifferndarstellung
erarbeiten, kommt esim Allgemeinen zu einer Gleichung mit mehreren Unbekannten,
die sich durch geschickte Fallunterscheidung l6sen lasst.

Aufgabe. Finden Sie alle positiven ganzen Zahlen n, flir die das Quadrat der
Quersumme gleich der Quersumme des Quadrates von 7 ist, also (Q(n))? = Q(n?)
gilt.

Lésungshinweise: Es sei n eine solche gesuchte mit (Q(n))? = Q(n?). Wir verwenden
die Eigenschaft Q(n) < n und die fir positive ganze Zahlen r und s oben bewiesene

Ungleichung Q(r +s) < Q(r) + Q(s).

Betrachten wir einstellige Zahlen n, so gilt Q(n) =n und deshalb muss auch
n? = Q(n?) gelten. Das ist aber nur fiir n> < 10 méglich, alson = 1,2, 3.

Setzen wir fur eine zweistellige Zahl n = 10a + b mit den Ziffern a und b (a > 0), so
finden wir einerseits

Q(n)? = (a+ b)? =a?+ 2ab + b?
und andererseits
Q(n?) = Q(100a? + 20ab + b?) < Q(a®) + Q(2ab) + Q(b?) < a? + 2ab + b?

Damit das Gleichheitszeichen gilt missen alle Summanden jeweils kleiner als 10 sein.
Das bedeutet aber, nur die Zahlen 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 30 und 31 genligen der
geforderten Gleichung.

Sind nun ay, ..., a1, a, die Ziffern der (k + 1)-stelligen Zahl n, also n = Z{'{:o 10¢- a;
mitQ(n) = a, + ...+ a, + ay, so lasstsich die Aussage verallgemeinern: Alle Zahlen
n, deren Ziffern die folgenden Bedingungen erfillen, sind Losung der geforderten
Gleichung: ai2 <10farallei=0,..,kund 2-aq; - a; < 10 fur allei,j =0, ., k mit
L#]. Q
Oft lassen sich in Aufgaben mit Quersummen die Terme jedoch nicht auf die
Zifferndarstellung umformulieren. Dann hilft meist nur eine Abschatzung.

Aufgabe M0450944. Bestimmen Sie die Anzahl aller neunstelligen natiirlichen Zahlen
n, die wie Ublich im Zehnersystem geschrieben wurden und fir die gilt

(1+ ggT(m;90))* = Q(Q(n))

Mit ggT wird der groRte gemeinsame Teiler abgekiirzt.
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Lésungshinweise: Da der grofSte gemeinsame Teiler zweier Zahlen mindestens 1 ist,
gilt

(14 ggT(n;90)* = (1 + 1)* = 16.

Somit gilt Q(Q(n)) = 16. Dan neunstelligist, gilt Q(n) < 81. Die Zahl zwischen 1 und
81 mit der groRten Quersumme ist 79. Fir alle neunstelligen Zahlen n gilt folglich

1=Q(Q(M) =16 =Q(79).

Insgesamt erhalten wir aus beiden Abschatzungen Q(Q(n)) = 16. Daher kommen
nur neunstellige Zahlen mit Q(n) = 79 als Losung in Frage. Als Ziffern von n sind
folglich nur folgende Kombinationen maoglich:

Fall 1: Achtmal die Ziffer 9 und einmal die Ziffer 7.
Fall 2: Siebenmal die Ziffer 9 und zweimal die Ziffer 8.

Im Fall (1) lassen sich genau 9 und im Fall (2) genau (9 - 8 : 2 =) 36 solche neunstellige
Zahlen bilden. Es gibt also 45 neunstellige Zahlen mit der Quersumme 79.

Zur Lésung der Aufgabe muss aber zusatzlich ggT (n; 90) = 1 gelten. Die Primteiler
von 90 sind 2, 3 und 5. Keine der gefundenen neunstelligen Zahlen ist durch 3 oder 5
teilbar. Es miissen somit nur diejenigen Zahlen eliminiert werden, die durch 2 teilbar
sind. Das sind die 8 Zahlen aus Fall (2), die auf 8 enden. Also finden wir als die gesuchte
Anzahl (45 - 8 =) 37. a

Aufgabe. Gibt es unendlich viele natirliche Zahlen n ohne Null in ihrer
Dezimaldarstellung, sodass die Teileranzahl T (n) groRer als die Quersumme Q (n) ist?

Losungshinweise: Einstellige Zahlen haben diese Eigenschaft nicht, da die Teileranzahl
einer Zahl nicht groRer als die Zahl selbst sein kann. Durch systematisches Probieren
finden wir die erste Zahl mit dieser Eigenschaft: Es gilt Q(12) =3 <5 =T(12).
Damit hat auch jede Zahl der Form

12;1212; 12121212, 1212121212121212; ...

diese Eigenschaft. Denn aus einer solchen Zahl a erhalten wir durch Multiplikation mit
einem Faktor der Form (in geeigneter Lange) 100...001 die nachste Zahl. Damit
verdoppelt sich aber die Quersumme. Gleichzeitig erhoht sich auch die Anzahl der
Teiler mindestens auf das Doppelte, denn mit jedem Teiler t von a ist auch
100...001 - t ein Teiler der neu gebildeten Zahl. Q

Aufgabe. Gibt es zu jeder natlirlichen Quadratzahl g eine natlrliche Quadratzahl n mit
der Quersumme q?

Lésungshinweise: Wir suchen zunachst Beispiele fir solche Zahlen n.
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Fiurg=1ist n =1 trivialerweise eine geeignete Losung.
Firg=4koénnte n=121=11%gewahlt werden.
Firg=9erfullt n=12321=111%die Bedingungen.

Dies lasst sich bis g = 81 (d.h. n = 1...1) fortsetzen — doch fiir gréRere Zahlen q
9—mal
gelingt dieses Prinzip nicht mehr.

Kommen wir mit diesen Beispielen schon auf einen geeigneten Ansatz? Wohl eher
nicht! Ohne Herleitung sei nur angegeben: Fiir p? = g erfiillt zum Beispiel die Zahl

n =k mitk = 25-;1 10% die Bedingungen der Aufgabe. Gemeint sind also folgende
Zahlen:

p=1=k=100 = n = 10000
p=2=k=10100 = n=102010000
p=3=k=100010100 = n = 10002020102010000

Wir missen nun ,nur” noch zeigen, dass k? auRer Nullen p-mal die Ziffer 1 und
p(p — 1)/2-mal die Ziffer 2 enthalt, also die Quersumme g hat. a

Aufgabe. Gibt es unendlich viele natirliche Zahlen n, deren Querprodukt und
Quersumme Ubereinstimmen?

Lésungshinweise: Da fir zwei Zifferna, b > 1stetsa - b = 2 - max{a, b} = a + bgilt,
konnen wir jede Zahl, deren Querprodukt groRer als die Quersumme ist, durch
zusatzliche Stellen ,1“ erweitern, bis die Quersumme den Wert des
(unveranderlichen) Querproduktes erreicht. Es gibt unendlich viele Zahlen mit dieser
Eigenschaft, z.B. betrachten wir fir n > 0 die Zahlen

11...1122...22

k—-mal n—-mal

Wahlen wir k = 2™ — 2n, so ist das Querprodukt gleich 2™ und die Quersumme
ebenfallsk-1+n-2=2"-2n+ 2n = 2" a

Mathematik-Adventskalender

Auf den Internetseiten® der Deutschen Mathematiker-Vereinigung e.V. lesen wir: Die
Landschaft der Mathematikwettbewerbe wird immer vielfdltiger. Neben der
traditionellen Mathematik-Olympiade, dem Bundeswettbewerb Mathematik oder
auch dem groflten mathematischen Schilerwettbewerb, dem Kanguru der
Mathematik, gibt es viele weitere, wie die Mathematik-Adventskalender.

& www.mathematik.de/wettbewerbe, es werden hier Ausziige von dieser und von da verlinkten
Internetseiten dargestellt
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Das Angebot unter www.mathe-im-advent.de bietet jedes Jahr vorweihnachtlichen
Mathezauber fiir Schilerinnen und Schiler der Klassenstufen 4 bis 6 und 7 bis 9. Auch
Frih- und Spatstartende ab Klasse 2 bzw. bis Klasse 10 kénnen teilnehmen. Taglich
kann man alleine oder im Klassenverband die beliebten Mathewichtel-
Aufgabengeschichten aus dem Weihnachtsdorf [6sen. Jahrlich begeistern sich
ca. 150.000 Kinder, Jugendliche, Eltern und Lehrkrafte fir die Knobelaufgaben.
Mitmachen lohnt sich!

Anspruchsvoller und sehr empfehlenswert ist der MATH+ Adventskalender, denn er
bietet pfiffigen Jugendlichen ab der 10. Klasse sowie Studierenden, Lehrkraften und
allen Interessierten faszinierende Einblicke in aktuelle Mathematik-forschung und
den Berufsalltag von Mathematikerinnen und Mathematikern. Mit den kniffeligen
Aufgaben wird eingeladen, tGber den Schulstoff hinaus die Kraft und Schonheit der
Mathematik zu entdecken.

Die Mathe-Adventskalender stehen unter der Schirmherrschaft der Bundesministerin
far Bildung und Forschung, ANJA KARLICZEK MdB. Die Schirmherrin schreibt:

»Ich freue mich sehr, dass die Mathe-Adventskalender jedes Jahr so viele Schiilerinnen
und Schiiler zur Beschdiftigung mit Mathematik motivieren und herausfordern. Denn
es ist fiir unser Land sehr wichtig, dass wir junge Menschen fiir MINT-Fécher
gewinnen. Ich wiinsche den Mathe-Adventskalendern viel Erfolg, spannende
Aufgaben und viele neugierige und aktive Teilnehmerinnen und Teilnehmer.”

Jede interessierte Person kann teilnehmen und unabhangig vom Gewinnspiel die
Aufgaben l6sen. Grundsatzlich konnen die Aufgaben gel6st, die man mochte. Bei der
Bewertung wird aber das Alter beriicksichtigt.

Fir die Teilnahme ist ausschliefSlich eine einfache Registrierung erforderlich. Mit
Angabe eines noch nicht vergebenen Benutzernamens, der Wahl eines Passwortes
und einer echten E-Mail-Adresse kann jede Person ein Benutzerkonto einrichten. Die
Registrierung ist selbstverstandlich kostenlos und ab dem 1. November bis
einschliellich 31. Dezember maglich.

Aufgaben des MATH+ Adventskalenders. Vom 1. bis 23. Dezember wird taglich um
16 Uhr (MEZ) eine Aufgabe auf dieser Webseite veroffentlicht. Die Aufgabe am
24. Dezember wird um 10 Uhr (MEZ) veroffentlicht. Die Aufgaben sind Multiple-
Choice-Aufgaben mit zehn vorgegebenen Antwortmoglichkeiten, von denen genau
eine richtig ist. Das Team des MATH+ Adventskalenders achtet darauf, dass alle
Aufgaben fiir Zehntklassler geeignet sind, d. h. es werden keine mathematischen
Vorkenntnisse vorausgesetzt, die erst spater in der Schule oder gar an der Universitat
vermittelt werden.

16



Mathematische Kostproben — Heft November 2021

Um eine LoOsung einreichen zu konnen, muss man eingeloggt sein. Der
Einsendeschluss fiir alle Aufgaben ist der 31. Dezember um 23:59:59 Uhr (MEZ). Bis
zu diesem Zeitpunkt konnen eingereichte Antworten auch geandert werden. Es
werden jedoch Punkte fiir richtige Antworten entsprechend dem Zeitpunkt der
Einreichung bzw. der letzten Anderung vergeben:

So gibt es 5 Punkte, wenn die Lésungsabgabe bzw. die letzte Anderung der Antwort
bis 23:59:59 Uhr (MEZ) am Tag der Verotffentlichung der Aufgabe (bzw. nach
Wochenende am darauffolgenden Montag) erfolgte. Erfolgt die Losungsabgabe bzw.
die letzte Anderung bis 17:59:59 Uhr (MEZ) am folgenden Tag (bzw. nach
Wochenenden am darauffolgenden Dienstag), so werden noch 3 Punkte vergeben.
Fir alle Ldsungsabgaben bzw. letzte Anderungen bis 23:59:59 Uhr (MEZ) am
31.12.2021 gibt es noch einen Punkt.

Mitmachen lohnt nicht nur, sondern bereitet auch taglich mathematisches
Vergnugen!

Im Aufgaben-Archiv sind zudem die Aufgaben der letzten Jahre zuganglich. Hier als
Beispiel die Aufgabe vom 01.12.2020:

In einer alten Wichtelmitze liegen genau 80 Euroscheine. Der Weihnachtsmann sagt
zu Knecht Ruprecht: ,Wenn du zufdllig 69 Scheine aus der Mitze ziehst, dann
befinden sich darunter garantiert

- ein 100 €-Schein,

- drei 50 €-Scheine,

- finf 20 €-Scheine,

- sieben 10 €-Scheine und
- neun 5 €-Scheine.

Was ist der Gesamtwert aller Geldscheine in der Mutze?

Als Losungsmoglichkeiten werden die 10 Werte vorgeschlagen: 2500 € / 2845 € / 2075
€/2465€/2920€/2695€/2150€/2330€/2285€/2710€,

In alten Mathe-Biichern geblattert

Lebrbuch der Urithmetif und Wlgebra mit Sibungf-Anufgaben fiir hohere Lehranjtalten
Profeffor Dr. Th. Spiefer
Berlag von Anuguft Stein, Potfoam 18957,

’ Die Rechtschreibung und Zeichensetzung der historischen Schrift wurde weitgehend beibehalten,
in Anlehnung an das Original wurde der Schrifttyp Mainzer Fraftur verwendet.
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Sweiter Curjuj

AUbjchnitt XXII
LBon den Gleichungen hoberen Gradef

§332

Lebriatz. Wenn alle Coefficienten einer numerijchen Gleichung gange Jablen find, jo find
ibre reellen Wurzeln entweder ganze oder irvationale 3ablen.
Bewei]. Die Gleichung jei

x"+ax" T+ ax" %+ +a;=0

und alle Coefficienten ganze Jablen. Ware eine ibrer Wurzeln ein eigentlicher Bruch S,
o miifste

n—1 n-—2

n
z—n+alzn—_1+azzn—_2+-"+ao=0

fein. Multipliciert man mit g™ 1, fo ware

n
n-2,2

%+a1p”‘1q+azp q* + -+ ayq" =0

Dief ift aber unmdglich, da daj erjfte Glied ein Bruch, alle folgenden ganze Jahlen find.

§333
uffinden der rationalen Wurzeln

Die vationalen Wurzeln einer numerijchen Gleichung mit gangzabligen Coefficienten find
nach 0. . § ganze 3ablen. Da nun daj conjtante Glied alle Wurzeln alf Faftoren enthalt,
o {ind die efwa vorbandenen rationalen Whurzeln unter den Teilern dieje] Gliedef zu
fuchen. Die Priifung, ob einer diefer Teiler eine Wurzel ift, fann auf verjchiedenem Wege
erfolgen.

1. Wenn man den ju priifenden Teiler fiir x in die Gleichung jubitituiert, o ergibt fich
obne Weitere], ob ¢f der Gleichung geniigt. Man fiibrt die nidtige Rechnung mit
Borteil in folgender an einem Veijpiel erlduterten Weife auj. Die Gleichung fei:

x*4+7x3—7x*—-43x+42=0

m den Wert der linfen Seite fiir irgend ein x zu finden, rechnet man in der durch
die Klammern angedeuteten Weife:

[((x + 7)x — 7)x — 43]x + 42
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Daf conftante Glied der Gleichung hat den Teiler (-7). Da nun diejer Uunjdruct fiir
x = —7 gleich null wird, ijt (-7) eine Wurzel.

Sind die 3u priifende Teiler grofe Jablen, ift diefe Rechnung daher bejchwerlich, o
benutzt man lieber jolgende Methode:

2. Man dividiert daj conftante Glied durch den ju priifenden Teiler, addiert zum
Quotienten den Coefficienten def vorletzten Gliedef, dividiert wieder durch jenen
Teiler, addiert zu diefem Quotienten den vorhergehenden Coefficienten und fiibrt

fofort bif sum bochiten Gliede. Erjcheint dann O, jo ift der Teiler eine Wurzel. Denn
ijt a der fiir daj obige Veijpiel zu priifende Teiler def conjtanten Gliedef, jo muf

a*+7a® —-7a*—-43a+42=0

fein. Daber fann auch gejchrieben werden:

a4{1+[7+(—7+(—43+%>:a>:a]:a}=0

wodurch die obige Negel gerechtiertigt ift.
Offenbar muf; bei diefer Nechnung jeder der Quotienten eine ganze Jabl jein, joll

dajf Rejultat 0 werden. WMan ift aljp der weiteren Priifung mit dem Leiler a
iiberhoben, fobald eine der Divifionen nicht aufgebt.

3. Eine dritte Priifungjmethbode bejteht in der Divijion der Gleichung durch den
Faftor (x — a). Gebt die Divifion auf, o ift (x — a) ein Wurzelteiler und a eine
Whurzel. Der erbaltene Quotient ift dann daj Produft aller iibrigen Wurzelfattoren,
ein. Volynom vom (n-1)ten Grade, und fiir die weitere Pritjung auf eine andere
rationale Wurzel bequemer alf die gegebene Gleichung nten Gradey.

(Die Partialdivision wurde vorgerechnet und als Ergebnis x3 + x? — 15x + 25
angegeben.)
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Aufgabenbezogene Themen zur Nach- und Vorbereitung
von Wettbewerben der Mathematik-Olympiade

Aufgaben-
Ausgabe?® Nr. Thema g

bezug
Nov. 2021 Thema 11 Streckenberechnungen M0611014
Nov. 2021 Thema 10 Beschrankte und kiirzbare Briiche M0611013
. . MO0600945
Okt. 2021 Thema 09 Pythagoreische Zahlentripel MO601046
Sept. 2021 Therma 08 Sekanten-Tagenten-Winkelsatz MO601045

Sekanten-Tagenten-Satz

MO0610912
Juli/Aug. 2021 Thema 07 Kryptogramm MO560931
MO0561031
Juni 2021 Thema 06 Einbeschriebene Figuren und Korper MO600936
Mai 2021 Thema 05 Quadratische Funktionen MO600934
; M0601023
Apr. 2021 Thema 04 Flachenberechnung MO600932
Marz 2021 Thema 03 Gleichungssysteme MO0590934
Febr. 2021 Thema 02 Vollstandige Quadrate M0601024
. . MO0611012
Jan./Okt. 2021 Thema 01 Funktionalgleichungen MO601016
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20



http://www.kzm-sachsen.de/
mailto:norman.bitterlich@t-online.de
http://www.kzm-sachsen.de/html/mathekost.html

